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ABSTRACT

Although some Gaussian dynamical systems, called “Gaussian—
Kronecker”, share with rank one systems some unusual properties, we
show in this work that a Gaussian dynamical system is never of finite
rank. In fact, such a system can’t even be of local rank one.

1. Introduction

Les systemes dynamiques étudiés ici sont de la forme (2, A, 1, T'), ou T est une
transformation mesurable inversible de I’espace de Lebesgue (2, A4, u).

1.1 ToURS DE ROKHLIN, RANG UN ET APPARENTES. SiP = {P,,u € U}
est une partition finie de 2 en ensembles mesurables, on définit pour tout w € €
et tout couple d’entiers (4, ) avec i < j le mot de longueur j — ¢ sur I'alphabet U

; déf
W (w,T,P) = wittigr - uj,

ot pour tout k, T*w € P,, .
SiW = uy---u et W = uf---u] sont deux mots de méme longueur I sur
P’alphabet U, la distance d entre W et W' est définie par

der 1

det 73(7e,{]we{1,...,l}/u,‘#“;'}'

Une tour de Rokhlin est un couple 7 = (h,F), ol b > 1 est un entier
et F € A est tel que F,TF,...,T" ' F soient deux & deux disjoints. h est la

a(W, W)
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hauteur de la tour, et F' sa base. Chaque TkF(O <k < h—1) est un étage de
T. On désignera parfois abusivement par le méme symbole 7 la réunion de tous
les étages de la tour. La mesure de la tour est donc (7)) = hu(F).

Pour € > 0, on dira que la tour de Rokhlin(h, F') est e-fine pour la partition
‘P si pour tous w et w’ dans F, on a

E (W|g (w,T,P), W|g (UJ,,T, P)) S €.

Le systeme dynamique (§2, A4, ¢, T) est dit de rang un si pour toute partition
finie P de Q et tout € > 0, on peut trouver une tour de Rokhlin7, e-fine pour P,
et de mesure u(7) > 1 —«.

En général, on dit que le rang du systéme est au plus r si pour toute partition
finie P et tout € > 0, il existe r tours de Rokhlin 73,...,7, e-fines pour P, deux
4 deux disjointes et telles que

T

YT z1-e

g=1

Bien siir, le systéme est dit de rang r s’il est de rang au plus r et non de rang
au plus 7 — 1.

Enfin, le systeme est dit de rang un local s’il existe T €]0, 1] tel que, pour
toute partition finie P et tout £ > 0, il existe une tour de Rokhlin e-fine pour P
et de mesure supérieure ou égale a .

Les implications suivantes sont des conséquences directes des définitions :

rang un = rang fini = rang un local.

1.2 DES PARTITIONS FINIES AUX PROCESSUS COMPLEXES.  Soit ¥ = (Y} )pez
un processus complexe défini sur ©, avec Yy € L*(u) et pour tout p € Z, Y, =
Yy o T?. Pour tout couple d’entiers (7,5) avec i < j, on définit le processus &
valeurs dans C7~*
i déf

yu = (}/;sYi+l7"'a)/j—1)‘
Sauf indication contraire, pour tout entier p > 1, la norme d’un vecteur y =
(y1,...,Yp) de CP sera toujours calculée comme suit :

déf
Iyl =
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Une tour de Rokhlin 7 = (h, F') sera dite e-fine pour ) si pour tous w et o’
dans F, on a

|16 @) - ¥l @) <=

On vérifie facilement que si (€2, A, u, T') est de rang un, pour tout € > 0 on peut
trouver une tour de Rokhlin e-fine pour } et de mesure au moins égale 4 1 — e.
Réciproquement, s’il existe des tours de Rokhlin arbitrairement fines pour Y, et
de mesure arbitrairement proche de 1, alors le facteur de (22, .4, 1, T') engendré
par Y est de rang un.

Le soin est laissé au lecteur d’énoncer ’analogue de ces remarques dans le cas
du rang fini et du rang un local.

1.3 QUELQUES PROPRIETES REMARQUABLES DES SYSTEMES DE RANG UN.
Les systeémes de rang un sont toujours ergodiques et d’entropie nulle ; en général,
comme le montre J.L. King dans (8], un systéme de rang r posseéde au plus r
composantes ergodiques, et pour que h(T) = 0, il suffit d’apres [2] que T' soit
ergodique et de rang un local.

Plus inhabituel, les systémes de rang un ont spectre simple L? pour tout p €
(1,400 : il existe f € LP tel que le sous-espace engendré par les f o TP, p € Z,
soit dense dans LP (voir [3]). Ils vérifient aussi le “Weak Closure Theorem”,
démontré par J.L. King dans [7] : toute transformation S de 2 préservant p et
commutant avec T est une limite faible de puissances de T

Enfin, autre propriété qui s'étend aux systémes ergodiques et de rang un
local ([2]), les systémes de rang un sont lachement Bernoulli (dans le cas de
I’entropie nulle, cela signifie qu’ils sont équivalents an sens de Kakutani aux ro-
tations irrationnelles).

1.4 LES SYSTEMES DYNAMIQUES GAUSSIENS. Le systéme (2, A, u,T) est
appelé systéme dynamique gaussien lorsqu’il existe un processus gaussien
réel centré X = (X, ),z engendrant A, avec, pour tout entier p, X, = Xo o TP.
Rappelons que la loi d’un tel processus, dont découlent toutes les propriétés du
systéme dynamique qu’il engendre, est déterminée par la donnée de ses covari-
ances ; celles-ci peuvent toujours s’écrire sous la forme

E [Xqu] = /[ ] ei(q_p)td’)’(t),

oll vy est une mesure finie symétrique sur [—m, 7] appelée mesure spectrale du
systéme.
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Un cas particulitrement intéressant est celui o la, mesure spectrale -y est dif-
fuse, et concentrée sur K U (—K), ou K est un ensemble de Kronecker dans
[0, 7]. (Pour la définition d’un ensemble de Kronecker, qui a peu d’importance ici,
et la construction de telles mesures spectrales, on peut par exemple consulter [1].)
Un tel systéme dynamique gaussien sera appelé un gaussien-Kronecker. Ces
systémes partagent avec les systémes de rang un les quatre premieres propriétés
énoncées en 1.3 : Dergodicité, car leur mesure spectrale est diffuse, 'entropie
nulle, car un ensemble de Kronecker est toujours de mesure de Lebesgue nulle,
le spectre simple L? pour 1 < p < +o0 et le “Weak-Closure Theorem” (voir [1],
[11], [6] et [14]). De plus, on construit dans [13] un gaussien-Kronecker qui est
lachement Bernoulli, la question de savoir si tous le sont restant ouverte a ce jour.
Enfin, les gaussiens-Kronecker partagent avec les systémes a spectre discret, qui
sont de rang un, une étonnante propriété de stabilité spectrale démontrée dans
[5] : dés qu'un systéme est spectralement isomorphe & un gaussien-Kronecker, il
lui est métriquement isomorphe.

Devant tant de points communs, une question bien naturelle consiste a se
demander s'il existe des gaussiens-Kronecker de rang un. S. Ferenczi ([3]) a cru
construire un tel systéme, de 'existence duquel il déduit notamment avec M.
Lemanczyk que le rang n’est pas un invariant spectral ([4]). Malheureusement,
une erreur dans son travail fait que 'existence d’un systéme dynamique gaussien
de rang un est restée jusqu’a maintenant une question ouverte. Le but principal
de cet article est de répondre négativement & cette question, en démontrant le
théoréme suivant.

THEOREME 1.1: Un systéme dynamique gaussien n’est jamais de rang un local.

Une conséquence directe de ce théoréme est bien siir que le rang d'un systéme
dynamique gaussien est toujours infini.

1.5 ERGODICITE ET RANG UN LOCAL POUR LES SYSTEMES GAUSSIENS. On
va montrer tout d’abord que s’il existait un systéme gaussien de rang un local,
alors celui-ci serait ergodique, c’est-a-dire & mesure spectrale diffuse. En effet,
notons v la mesure spectrale du processus X' = (X,)pcz engendrant le systeme
dynamique gaussien (2, A, 1, T), et supposons qu'il existe @ € [—m, 7] tel que
v({a}) > 0. Alors il existe dans le sous-espace gaussien complexe de L%(u)
engendré par X une variable aléatoire Y # 0, de moyenne nulle, telle que

1) Y oT = ¢'*Y.
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Considérons le processus R = (Rp)pez défini par

VpeZ R, |y|oTr.
D’aprés {1), on a pour tout entier p, R, = Ry = Y| u-presque stirement. Si on
suppose le systeme de rang un local, on peut alors trouver des tours de Rokhlin
arbitrairement fines pour R, dont la mesure est toujours supérieure & un réel 7
donné dans ]0,1[. On en déduit facilement que pour tout € > 0, il existe un réel
positif 7. tel que

#(‘ Y| —re

ce qui est clairement impossible dans le cas ol Y est une variable gaussienne

§5)2 T—E&,

centrée de variance non nulle.

1.6 SYSTEME GAUSSIEN ET MOUVEMENT BROWNIEN.  On utilisera dans la
suite la représentation d’un systéme dynamique gaussien comme une transforma-
tion géométrique de la trajectoire brownienne complexe, développée dans [12].
Rappelons rapidement quelques résultats concernant cette représentation.

On note (€, Ay, po)’espace canonique du mouvement brownien complexe issu
de 0, sur lintervalle de temps [0,1] :

o (2 est 'espace des applications continues de [0,1] dans C, qui s’annulent
ent =0,

e la probabilité ug est la mesure de Wiener sur §,
e A est la tribu borélienne de Qg, complétée pour py.

Pour w € Qg et 0 < t < 1, on note By(w) la position de la trajectoire w a
I'instant ¢.

Si o est une mesure de probabilité sur [0, 7] concentrée en un nombre fini de
points o < --- < @, de masses respectives my, ..., my, on définit une transfor-
mation T, de €y, préservant la mesure p, de la fagon suivante : posons, pour
tout k € {1,...,p},t e 237:1 m; et tg | ; on découpe la trajectoire w en
p morceaux, correspondant aux intervalles de temps [tx—1,tx] (1 < k < p), puis
on effectue une rotation de 1’angle ay, sur le k-itme morceau. T,w est la trajec-
toire obtenue en recollant bout & bout les nouveaux morceaux. On a ainsi, pour
te [tfﬂtj-f-l]a

i
(2) BioT, =Y € (B, — By ,) +€®* (B By).
k=1
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Si o est maintenant une mesure de probabilité diffuse sur [0, 7], on peut définir
T, comme la limite d'une suite transformations T, , out les mesures o, sont
concentrées en un nombre fini de points et convergent suffisamment bien vers o.
Pour tout t € [0,1] et tout p € Z, on a

3 B,oTP = t ipw(S)st’
) o1 = [
on P(s) ¥ inf{zre[0,7]/o([0,z])>s}.

Le systeme (€g, Aq, t0, Ts} obtenu est alors un systéme dynamique gaussien de
mesure spectrale 7y, oll 7y est la mesure de probabilité symétrique sur [—m, 7]
définie par

(4) ~¥(A) 4 %(U(A N[0, 7r]> + 0(—A N [0, W])),

le processus gaussien réel sous-jacent étant donné par Xg 4 Re(B).

Tout systeme dynamique gaussien ergodique pouvant étre représenté de cette
maniére, on supposera dorénavant que le systéme gaussien (Q,A4,4,T) est
(R0, Ao, tt0, T,) pour une certaine mesure de probabilité o diffuse sur [0,7].

2. Le rang un a tours plates

Rappelons que le systéme dynamique (9,.4, u, T)est dit rigide lorsqu’il existe

une suite (pp)nen d’entiers tendant vers +oo telle que TP ——— Idgq, i.e.
n—-+oo

VA€ A u(T P AAA) — 0.

n—-400

Une propriété, plus forte que le rang un, lie la rigidité de T aux hauteurs des
tours de Rokhlin de la définition du rang : le systéme dynamique (2, A, u, T') est
dit de rang un 4 tours plates si, pour toute partition finie P de € et tounte
suite {€,)nen de réels strictement positifs décroissant vers 0, on peut trouver une
suite (Tn)new = ((hn, Fn))nEN de tours de Rokhlin telle que

i. la tour 7,, est £,-fine pour P,

ii. Th» —— 1dg,

n—-+400
i, pu(7p) > 1—e,.

La question de savoir si un systéme dynamique gaussien peut étre de rang un a
tours plates se pose naturellement, car toute rotation irrationnelle possede cette
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propriété. Or, la transformation T, de la trajectoire brownienne peut justement
étre obtenue comme une limite de rotations irrationnelles sur des fibres. De
plus, lorsque S. Ferenczi a cru prouver qu’un certain gaussien-Kronecker était de
rang un, il montrait en méme temps que celui-ci était de rang un a tours plates.
Pourtant, on va montrer le résultat suivant.

THEOREME 2.1:  Un systéme dynamique gaussien n’est jamais de rang un a
tours plates.

Preuve: On va supposer que la probabilité o est telle que le systeme (0, A, i1, T)
soit de rang un a tours plates et en déduire une contradiction.

On notera dorénavant Zo = Bl, et pour tout p € Z, Z, déf ZyoTP?. Puisque T
est de rang un a tours plates, on peut trouver une suite (7, )nen = ((hn, Fn))

de tours de Rokhlin telle que

neN

i. la tour T, est i-fine pour le processus Z = (Zp)pez,

i, Th ——— Idg,
n—-+oc

. W(Tp) > 1-1/n.

déf

Considérons le processus gaussien réel X = (X,)pez = (ReZy,)pez. Sa mesure

spectrale est la probabilité o définie par (4). On a donc

E[XoXp,] = / cos(hnt)do(t) —— E[X] =1
[0,7] n—+-oc0

On en déduit que pour tout € > 0

(5) ({te[() 7] /cos hn t<1—s})———>0

n—+0o00
Quitte & passer 3 une sous-suite, on peut supposer d’aprés (5)

[hn /2]
vneN, of |J Jp)>1-27"
k=0

= —_

gpase [2km 1 2%kr 1
R hp2% hy o hp2m

D’ot, en posant pn = [ =/2],

(u(0#))=3

n>2
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Enfin, quitte & remplacer o par une probabilité absolument continue par rapport
& 0, ce qui revient & considérer un facteur gaussien de (2, 4, 1, T) qui conserve
les mémes propriétés de rang un et de rigidité (donc qui reste de rang un a tours
plates), on peut supposer que ¢ est concentrée sur {5, i’;o J. On est alors

naturellement amené a approcher ¢ par la probabilité atomique o,, définie pour

Vke{0,...,pn},0n ({%}) o).

On note désormais pour tout n > 2, T, e T,.., et on pose pour s € [0, 1]

n 2> 2 par

¥(s) ¥ inf {z € [0,7] /o ([0,2]) > s}

et
¥n(s) € inf{z € [0,7] /on ([0,2]) > s}.

On a pour tout p € Z
1
ByoT?P = / e ()dB;,
0

et L
ByoT? :/ eP¥n(9)dp,.
0

Considérons maintenant, pour 0 < p < 2h,, — 1, la variable aléatoire
1

Dy def B1oT? —ByoT? = / (eip”b(s) - eimp"(s)) dB;.
0

Pour tout s € [0,1], on a

9(5) = Yn(s)] <

)
n2

ce qui permet de majorer la variance de Dy

1
B[[Dpf7 =2 [ [erse? - et
g

p 2
2
(77)

8

2
ds

IA

IN

On peut alors approcher Z = (Z,)yez par 2" = (Z])pez e (By 0 T?)pez. En
effet, posons pour n > 2

2

g 1 e 12 2hn, n12hn
M, — 3 o = | 2 - 2
2 2
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On a d’apres I'inégalité précédente

et donc

©) (]| 2 - 2

2

> ) <&

- 2n 2n
Soit maintenant w, € F,, et posons vy “ z ]g" (wn) € Chn. Avec probabilité
supérieure ou égale & 1 — 1/n, il existe j € {0,...,h, — 1} tel que T9w € F,, et

donc

(7) | 205 @) o] < =

<=
n

On déduit facilement de (6) et (7) que, pour tout € > 0 et pour n assez grand,
existe un entier

hy

®) (U (-l <) )21

Jj=

Fixons £ > 0. On prend ’entier n assez grand pour que (8) soit réalisé, et pour
étre assuré grace 3 (6) de pouvoir choisir wy, dans F,, de telle sorte que

| |

2 (wa) = 216" (wn)

Z"}g" (wn) — vnH <e.

déf & o .
Pour k € {0,...,p,}, on pose af = 2:—" et my & on({a}}). Définissons aussi
def déf
RZ = Bmg_;r_....‘_m;: - Bm6~+...+mz_1 (k} Z 1), et Rn Bmo

Pour tout p € Z, on a par définition de la transformation T,

Pn
Zr = B oT? = ZRzeipa:,
k=0
d’on, pour tout w € Q,
£} h-n n hn 2
|27 @) - 276 wn)
hn—1 )
= W Z |23 (w) — Z3 (wn)]
hn"l Pn 2
= 25 e (g - R
p=0 |k=0
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hn—=1 / pn Pn
1 ipay n n —ipa™ (Prnr N DPrr N
= = 3 (Zep k(Rk(w)—Rk(wn))> Y e (Rj () - R (wn))
™ p=0 \k=0 =0
Pn )
= Y |RF(w) — Ry (wn)]
k=0
1 hp—1
+Z(R’"‘ _ Ry wn)> (Ry(w) - R;(wn)'> (h_ > ew(ak—a,)>
kit —
= Z!Rk(w Rp(wn)?, car en(ei=ed) =1,
On a done, dés que ‘ Z"lg" (w) — v,|| e,
pn
> IRR (w) — Rpwn)|® < 4
k=0
d’ou
Pn 2
(9) STIIRE )]~ [RE(wn)]| < 4€®.

k=0
Mais comme |R}| est invariant par Ty, I'inégalité (9) a lieu des qu’il existe un
entier 7 tel que ” Z”lf’h" - vn” < g, donc avec une probabilité supérieure ou
égale 4 1 — ¢ d’apres (8). Il existe donc une partie A de 2, de mesure p{A) < ¢,
et des réels ¢} %f |RE(wn)| (0 < k < py) tels que, en dehors de A on ait

Pn

(10) > (1Rpl - k) < e

k=0

On en déduit

E i(lel—c’;)z} 5452+E[1Ap2"(|fz2|—cz)2]
k=0

k=0

Pn Pn
< 4e® + [ Lall g2y Z |R}|” + Z (cR)?
k=0 L2(p) k=0

La mesure o étant diffuse, on a

sup my — 0,
0<k<pn n—+00
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une propriété classique du mouvement brownien donne alors

Pn 2
SR —— B[B] = 2.
s n—+o00

Pourvu que 7 ait été choisi assez grand, on a donc
pn

' 2
> IRy
k=0

Puis, la convergence dans L? entrainant la convergence en probabilité, on peut

pn
L (ngﬁ >3> <1l-g¢,
k=0

ce qui assure que ’on ait pu prendre w, vérifiant aussi

< 3.

LZ(p)

aussi supposer

Pn Pn
D IREP (wn) =) () <3,
k=0 k=0

Comme [|Lall7z(, < €!/2, on obtient alors

Dn

2
Z(|Rz|—cg) } < 4e? 4 6e'/2,

k=0

(11) E

Posons maintenant 5
Adéfm[ualﬂ —E[|B] .

On a A > 0 car |B;| n’est pas constant, et on vérifie que pour tout réel ¢

E [(|Bl| —0)2} > A

Or, pour tout k € {0,...,pn}, R} a méme loi que ,/mZ B, et on a donc en vertu
de ce qui précede

Pn 2
E[Z(mm—cz) ] > A(mf o+ 4 mD ) = A
k=0
En utilisant (11), on en déduit

2 < 4g? +6e'/2,

Comme ¢ peut étre choisi arbitrairement petit, on obtient la contradiction
annoncée. |
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3. Le rang un local

Cette partie est consacrée & la preuve du théoreme 1.1. Une des principales
difficultés concernant le rang un local tient dans le probléme suivant : comment
déduire de ce qui se passe sur un ensemble de mesure 7 €]0, 1] une propriété
“globale” de I’espace, c’est & dire vérifiée sur € éventuellement privé d'une partie
de faible probabilité ? L’objet du paragraphe suivant est de fournir un outil
permettant de traiter ce probléme.

3.1 PROBABILITES A DENSITE LOG-CONCAVE.  Une application f : R? —
R, est dite log-concave si pour tous z,y € RP et tout 8 € [0,1], on a I'inégalité

102+ (1-0)) 2 F@)° 5 ().

Si m est une probabilité sur R? dont la densité (sous-entendu par rapport & la
mesure de Lebesgue) est log-concave, un trés joli théoreme di & Prékopa ([10])
dit que si A et B sont deux boréliens de R et 6 € [0,1], on a I'inégalité

m(oA (1 9)3) > m(A)Pm(B)!-°,

déf

ou A+ (1 — 0)B = {fz+(1—0)y/zc Aetyec B} est supposé aussi

mesurable.

LEMME 3.1: Soient 0 < 7 < 1—§ < 1. Il existe M = M(r,6) tel que, pour tout
entier p > 1, pour toute probabilité m a densité log-concave sur RP, pour tout
z €RP et tout r > 0,

m(B(:z,r)) >7r = m(B(:c,Mr)) >1-4,

oit B(z,r) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon r pour une norme
quelconque ||-|| sur RP.

Preuve: Soit m une probabilité a densité log-concave sur RP, et supposons
m(B(O, 1)) > 1. Posons A L B(0,1), et remarquons que pour tout borélien
B de R? et tout § €]0,1[, 0A + (1 — 6) B est ouvert, donc mesurable. Si de plus
1<6<3 ona

m(04+ (1~ 9)3) > m(A)!m(B)=¢ > +3/4m(B)/?,

et donc
m(eA +(1- o)B)

(12) m(B) < -
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Définissons maintenant pour tout entier n > 1

B, ¥ {yeR /n<|ly| <n+1}.

Par I'inégalité triangulaire, on montre que
(13) A+ (1-6)B, C Cyhg,

ou
déf
Crno = {ycR”/1-0n—-1<|y| < (1-0)n+2}.
Or, on peut trouver 6y,...,8,/12 dans [%, %] tels que les Cpp, (1 < i< [n/12))
soient deux a deux disjoints. Comme m est une mesure de probabilité, il existe
au moins un 7 tel que
1

[n/12]

(14) m (Crp,) <
De (12), (13) et (14), on déduit

déf 1
< = —_—
m(Br) < up AT 10

Or, la série de terme général u, est convergente. Soit M = M(r,d) € N tel que

Zun<5,

n>M

on a alors m (UnZM Bn) <4, ie. m(B(O,M)) >1-6.

Dans le cas ou m(B(.z‘, 7‘)) > 7, on considére la mesure image m’' de m
par y — (y — z)/r, & laquelle on peut appliquer ce qui précede. On obtient
m’ (B(o, M)) >1-4, ie. m(B(x, Mr)) >1-6. 1

3.2 LE RANG UN LOCAL A TOURS PLATES. Le lemme 3.1 permet d’obtenir
un énoncé plus fort que le théoréme 2.1.

THEOREME 3.2:  Soit Y = (Yp)pez = (Yo 0 TP)pez un processus dans L?(u) qui
engendre la tribu A, et (€, )nen une suite de réels strictement positifs tendant vers
0. Il ne peut pas exister une suite de tours de Rokhlin (T, )nen = ((hn, Fn)>nEN
vérifiant

i. pour tout n € N, la tour T, est e,-fine pour ),

it. Thr ——— Idg,
n—+o00
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ii. % inf w(Tn) > 0.
neN

Preuve: Supposons qu’une telle suite de tours existe. Puisque ) engendre A, on
peut aussi trouver une suite de tours vérifiant des propriétés similaires pour le
processus Z introduit dans la preuve du théoréme 2.1. On reprend alors le méme
raisonnement, le résultat intermédiaire (8) devenant cette fois :

pour tout € > 0 et pour n assez grand,
hn—1

(®) ol U (\( 2,

=0

< 5> >7/2.

On en déduit de méme qu’avec probabilité supérieure ou égale a 7/2, on a

Pn

2
S (1BE-c) < o
k=0
Or, laloi m de (R, ..., Ry ) dans Re~+! a pour densité par rapport & la mesure

de Lebesgue

2
dm roceT 1/ r2 r
(ro, - Tpa) = ———e Uy 20,1 >0)8XP | =5 | — + o 2 )
dr my .- mPn n 2 my mpn

Cette densité est log-concave (comme produit de fonctions log-concaves), et le
lemme 3.1 permet alors d’écrire

Pr 2
u <Z(IRZl - c;g) < 4M(S, 7/2)52> >1-4.
k=0

Comme ¢ et § peuvent étre choisis aussi petits que I'on veut, on aboutit a la
méme contradiction. |

3.3 QUELQUES LEMMES.  On n’aura plus besoin maintenant du mouvement
brownien, et on se référera uniquement au processus gaussien réel X = (Xp)pez
qui engendre le systeme dynamique gaussien (2, A4, T). En particulier, on
dira qu'une tour de Rokhlin est e-fine si elle est e-fine pour X. On utilisera
souvent dans la suite le lemme qui vient, qui peut étre vu comme une conséquence
immédiate du lemme 3.1, mais dont on peut aussi trouver une preuve directe
élémentaire.
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LEMME 3.3: Pour tout 7 €]0,1], il existe une application h, : R} — [0,1],
avec h.(e) —— 1, telle que pour toute variable gaussienne réelle Y,
e—0

(Y1 <e) > 7= u(iY] < VE) 2 hee).
Ce lemme trouve une premiere application dans la preuve du résultat suivant.
LEMME 3.4: Soit 7 €]0,1]. 1I existe une application s; : Rl — R}, avec

sr(g) — 0, vérifiant la propriété suivante :

Si T = (h, F) est une tour de Rokhlin e-fine de hauteur h > 20,
de mesure u(T) > 7, si wg et wy sont deux points de F, k et k' deux
entiers dans {0,...,[h/4]} tels que

(15) | o) — X )| <
alors
Hxl:+[3h/4]( o) — X}k +13h/4] 6)U < s.(e).
Preuve: Notons que l'inégalité h > 20 permet d’écrire [h/4] > h/5 et [3h/4] >
h/2. La tour T étant e-fine, on vérifie facilement que pour w,w’ € F et j €
{0,...,h—1—[h/4]},

(16) Hm;ﬁﬂh/‘” () - &P ] < Ve

De méme, si 0 < j < h—1-[3h/4],0ona
(7) | 17 ) — 2O ()

Puis, I’hypothese (15) étant réalisée, on obtient en utilisant (16) et I'inégalité
triangulaire, pour tout w € F'

” X|:+[h/4] (w) — k *+ h/4 H (2\/5—)4- 1) £ < 6e.

Considérons malntenent la variable gaussienne réelle y ¢ XO — X'k, €t soit
UM R, Ona

k+[h/4]-1
Yidy = Y2dp
Lre= X [,
k-+{h/4]-1
/ X; — X x—x) du

~(h/4 / | e g
F

<36eu(U),
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d’ou s
p(Un (r? 2 81e?)) < Su),
9
et donc ]
r
< > — —
u(IY1<9) 2 50 2 T
Le lemme 3.3 permet alors d’en déduire
(18) p(IY] < 362) 2 by po(9e).

Puis, en utilisant la majoration du moment d’ordre 4 de Y :
E{Y*] <16E[Xj] < 400,

on déduit de (18) par Cauchy-Schwartz

E[Y?] < 96+/ Y2du
[Y|>3€1/2

(19)

IN

95+4\/IE[X§]\/1 — hej10(9¢) .
Posons V & UkHsh/4 TIF. Comme pu(V) > 7/2,0n a
k+[3h/4 y|E+BR/4) 2 _ 1 2, < 2 2
/H xpF H dy _—u(V)/vY dp < ZE[¥?].

1l existe donc au moins un w € F tel que
” X[l;+[3h/4] (W) - Xllc +[3h/4] “ [Y"’]

En appliquant deux fois (17) et (19), on obtient alors

<2\/—€+\/ E[Y2] < s,(),
def2\/— \/ 9e+4\ﬁEx4]\/1_ ,/1095) — —0. 1

LEMME 3.5: Il ne peut pas exister § et 7 dans |0,1] vérifiant la propriété

| B () — 1 ()

avec

suivante :

Pour tout £ > 0, on peut trouver une tour de Rokhlin e-fine
T = (h, F), de mesure u(T) > 7, et deux entiers k et | tels que
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L. 0<k<k+I<h—1,
ii. 1 > 6h,
ili. pour tout w € F, “ X|:+l (w) — X[Z'H (w)“ <e.
Preuve: Supposons par ’absurde Pexistence de 8 et 7 vérifiant cette propriété.
Soit (n)nen une suite de réels strictement positifs décroissant vers 0. Pour tout 7,

on trouve alors une tour de Rokhlin 7 = (hy, F,), £n-fine, de mesure supérieure
ou égale & 7, et des entiers ky,, et [,, tels que

L O0<ky <kptln<hn—1,
ii. 1, > Oh,,

iii. pour tout w € Fy,

knt+ln hnt+ln
| ) - Xl )| <
Posons k!, &t hp — kn > 1, > Ohy, et Yy, e Xo — Xp,. On définit aussi
U, = U?;Zi"_l TIF,. Comme dans la preuve du lemme précédent, on montre
que
/ Y2dp < p(Un)el,

Up
d’ou 'on déduit

W(¥p < 4€2) > Su(ly) > 30r

W

Puis, par le lemme 3.3, on obtient

H (IYnl < V25n) 2 h397‘/4(25n)'

L% ()

Ainsi, E[Y}?] —— 0, i.e. Xy ———— Xo. Comme X engendre A, on en
n—+00 " n-—too

déduit Th» ——— Idg. Considérons alors la tour 7, « (hl, F,) : elle est

n—-+oo
sn/\/g—ﬁne, et de mesure p(7,)) > O7. Comme En/\/é ——— 0, on obtient une
n—+00

contradiction avec le théoréme 3.2. [ |

3.4 DEs TOURS DE PLUS EN PLUS HAUTES.
LEMME 3.6: I existe des applications
e : ]0,1[—]0,1]
g : RIx]0,1[— R}
m : 10,1]— R}

avec, pour tout 7 €]0,1], g(e, 7) ——— 0, et qui vérifient :
e—0
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Pour toute tour de Rokhlin T = (h, F) e-fine, de hauteur h > 48
et de mesure u(T) > 7, il existe une partie F' de F, de mesure

w{F") > o(r)u(F), telle que

Vw,o € F, ||X|55h/4]—2 () ~ X’gsh/4]—2 (')

| <gem).

Side pluse < m(7), F’ est la base d’une tour de Rokhlin de hauteur

K > 9h/8, et qui est 2g(e, 7)-fine.
Preuve: Soit T = (h, F) une tour de Rokhlin e-fine et de mesure supérieure
ou égale & 7. On définit deux sous-tours de 7 : D d:éf (fh/4], F) et M def
(h/4), T2 F). Ces deux tours sont de mesure au moins 7/5, et sont v/5e-fines.

Soit p = p(r) > 5 assez grand pour que (1 — 7/5)? < 7/10. On considere p

copies (€, As, i, Ti) (0 < @ < p) du systeme (€2, A, 1, T), et on note (Q, A, 1,T)
le produit de ces p systemes. Pour 1 < i < p, on considere le processus gaussien
X; = (X k)kez défini sur €;, correspondant & X sur . Puis, sur Q, on définit
X = (Xi)kez par

14
5 déf 1
Xy = —=) Xk
\/ﬁ; ‘

On vérifie aisément que le processus X a méme loi que Xet les X;. Ainsi, si F
est la sous-tribu de A engendrée par X, le systéme dynamique (Q,F, i, T) est
isomorphe a (Q, A, u, T).

Si A est un objet (partie de Q ou tour de Rokhlin) défini sur (Q, A, u,T), on
notera A; I’objet qui lui correspond dans (€, 4, u;, T3), et A dans (Q,/i,[z,f’).
Si A; € A;, on définit aussi

—= déf

A,; = Ql Xoven XQ,‘_I XA,'XQH,l Xoe XQP.
D’apres les hypotheéses posées sur la tour 7, on a
(D) >7/5, et [ [(U Xx?) ] < 7/10,
i=1

et donc

i|Dn (O 7\4‘,)} > 7/10.

Notons que (DN Xfi\l) ne dépend pas de i ; on peut donc en déduire

pDNMy) > —.
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On peut donc trouver un étage E; = leFl de M; tel que

L~ T~ T
i NE)) > —ual(E)) = — E).
MDNE) > 10pu( 1) 10p'u1( 1)

Puis, il existe (wg,...,wp) € Q2 X --- x O tel que

i1 ({m = /(wl,wz,‘“,wp) € ’D}) > %};m(El) = i%pful(Fl)'

On pose alors

10p(7)’
et

Fll cﬁfok {wl € El /(wl,wz,...,wp) (S ﬁ} C Fl‘

On a bien p1(FY) > @(r)u1(F1). Soient w; et w} dans TFF{ ;on a

|28 () = 2l @h)]| < Ve,

d’ol

- 1[h/4] - (1h/4] V5

X‘ W1,Wa, . ee,Wp) — ‘ (Wi, wa,y ... W, < —e<e.

H ( D 1 P) \/ﬁ
Mais comme (wq,ws,...,wp) €t (wW],ws,...,wp) sont dans D, le lemme 3.4 nous
donne
~1[3h/4] ~1[3k/4] ,

X’ (wl,wz,...,w,,)—/'\.’l (Wi wa, .. ,wp)|| < s-(e),

puis

| 25" @) = (B @)

} < /Bsy ().

Si maintenant w; et wj sont dans FY, puisque k > [h/2] > h/4, on a
k ko o
|2l @) = 2lf @] < 2

et ||l n) - Y @)

' < /psr(e).
D’oll, comme k + [3h/4] > [5h/4] — 2,

(20) |27 () = 2 )| < glme)

avec g(r,€) © e + 2,/ps(€).
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Prouvons maintenant que, & 7 fixé, dés que € est assez petit, F' est la base
d’une tour de Rokhlin de hauteur A’ > 9h/8. Si ce n’est pas le cas, on peut
trouver j dans {h,...,[9h/8]} tel que

(21) T'F'NF #0.

Prenons le plus petit j vérifiant (21). On dispose alors d’une tour de Rokhlin
(4, F') dont la hauteur j est au moins h, et de mesure supérieure ou égale & To(7).
Fixons wg € T?F' N F'. Pour tout w € F’, on a

20579 (@) - 23 )| < | 257 @)~ 210 wo)|

| 5 (o) ~ 2 (@)

Comme T est e-fine, le premier terme est majoré par /h/[h/16]e. Pour le second,
remarquons que [5h/4] — 2 > [9h/8] + [h/16] > j +[h/16] car h > 48. On a donc
d’apres (20)

“XIgL/lG] (wo) — |]+ h/16] ” Hxlr}-[h/lﬁ (T~ iy o) — ';+[h/16] (w)“

[5h/4] — 2
e YT

Si cela était possible pour € arbitrairement petit, on pourrait donc rendre
“X[gh/w] (w) — Xlgﬂh/w] (w)” aussi petit que lon veut, ce qui serait contra-
dictoire avec le lemme 3.5. Il existe donc m(7) tel que, si ¢ < m(7), F’ est la
base d’une tour de Rokhlin de hauteur h', oi1 ' est le plus petit entier supérieur

ou égal & 9h/8. De plus, grace & (20), cette tour est clairement 2g(e, 7)-fine.
|

LeEMME 3.7: I existe des applications
® : ]0,1[—]0,1]
G : RIx]0,1[— R}
M : 01— Ry

avec, pour tout T €]0,1[, G(g,7) ——— 0, et qui vérifient :
e—=0

Pour toute tour de Rokhlin T = (h, F) e-fine, de hauteur h > 48
et de mesure u(T) > 7 avec e < M(7), il existe une tour de Rokhlin
(W, F') qui est G(e, 7)-fine, ot
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L F'CF, u(F) > ®(r)u(F),
ii. ¥ > h+h/T.

éf é ’ e [ .
Preuve: Posons ¢; « pet g1 e g, @ et g étant définies dans le lemme précédent.
Puis, par récurrence, pour tout k > 2, soit

or T'—>wk—1(T)<P(T<Pk—1(T))

g (&) g(2gk_1(e,7),7<pk-1(7))
On choisit aussi my(7) €]0,m(7)] assez petit pour que

e<mi(r) =Vjie{l,....k—-1},2g;(e,7) < m(ﬂpj(v')).

En utilisant le lemme 3.6, on montre facilement par récurrence que pour tout
entier k > 1, pour toute tour de Rokhlin 7 = (h, F') e-fine, de mesure u(7T) > T,
de hauteur A > 48 et avec € < my(7), on peut trouver une tour de Rokhlin
(hg, Fy) de base F, C F avec u(Fx) > ¢i(7)u(F), de hauteur hy > (9/8)%h,
cette tour étant 2gx (e, 7)-fine.

Il suffit alors de choisir n = n(T) assez grand pour que (9/8)" >1+1/7, et de

poser ®() & 0,y (7), G(e,7) E 2y (€,7), et M(r) E myry(r). W

3.5 LES SYSTEMES GAUSSIENS NE SONT JAMAIS DE RANG UN LOCAL.

Supposons par l'absurde que le systéme dynamique gaussien (€2, .4, i, T') soit de
rang un local. Il existe donc 7 €]0, 1[ tel que, pour tout € > 0, on puisse trouver
une tour de Rokhlin 7. = (h,, F;) e-fine et de mesure supérieure ou égale & 7.
(Remarquons qu’alors, on a nécessairement A, — +00.) Fixons € > 0 assez

petit pour que h, > 48 et £ < M (7/2) ; notons pour 51mphﬁer (h,F) = e (he, F¢).
On définit pour w € F

nr(w) & min {k > l/Tkw €F}.

On a ng > h, et par le théoréme de Kac (voir par exemple [9] p. 46), on sait que
Jpnrdp = 1. Par conséquent, si on pose

AL ¥ (weF/npw)<2h/7},

on a pu(Fy) > u(F)/2. Appliquons maintenant le lemme 3.7 a la tour de Rokhlin
(h, F1) qui est e-fine et de mesure au moins 7/2 : il existe une tour de Rokhlin
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(W', F') qui est G(e, 7/2)-fine, avec F' C Fy, p(F') > ®(7/2)u(F1), et de hauteur
K > 2h/7 + h. Remarquons que l'on a

!

1> Wa(F) 2 LK /20(F) > brair/2)

h 2
d’ou — <

h = re(r/2)
Fixons wg € F', et soit k f np(wo) < 2h/r. Comme Test e-fine, on a
HXIO (wo) — X[ETh ¢ wQ)H < e
Puis, pour tout w € F’, la tour (k', F') étant G(e, 7/2)-fine, on a
205 @) - 21" @)
< || %15 @) = X (o) | +]| 416 (@0) = X[ o)
4 HX|k+h o) — Xlk+h )H

<e+2

> =

G(E,T/2

<E+2” G(e,7/2).

Or, la tour de Rokhlin (k, F”) est toujours de mesure au moins ®(7/2)7/2, on a
h/k > h/h' > &(7/2)7/2 et € peut étre choisi arbitrairement petit : on obtient
donc & nouveau une contradiction avec le lemme 3.5. Ceci achéve la preuve du
théoreme 1.1. ]
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