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ABSTRACT 

A l t h o u g h  s o m e  G a u s s i a n  d y n a m i c a l  s y s t e m s ,  ca l l ed  " G a u s s i a n -  

K r o n e c k e r " ,  s h a r e  w i t h  r a n k  one  s y s t e m s  some  u n u s u a l  p rope r t i e s ,  we 

show in t h i s  w o r k  t h a t  a G a u s s i a n  d y n a m i c a l  s y s t e m  is neve r  of f in i te  

r ank .  In  fact ,  such  a s y s t e m  c a n ' t  even  be  of loca l  r a n k  one. 

1.  I n t r o d u c t i o n  

Les syst~mes dynamiques  6tudi6s ici sont de la forme (fi, A, #, T),  off T e s t  une 

t ransformat ion  mesurable inversible de l 'espace de Lebesgue (fi, .4, #). 

1.1 TOURS D E  ROKHLIN, RANG UN ET APPARENTI~S. Si 7 ~ = {Pu,u C/4} 
est une par t i t ion finie de gt en ensembles mesurables, on d~finit pour  tout  w C f) 

et tou t  couple d 'entiers (i,j) avec i < j le mot  de longueur j - i sur l ' a lphabe t /4  

WI~ ( w , T , P )  d~f UiUi+ 1 • . . Uj_l~ 

off pour  tou t  k, Tkw E Puk. 
t 

Si W = ul""ut et W I = Utl...ut sont deux roots de mSme longueur l sur 

l ' a lphabe t /4 ,  la distance d entre W et W I est d~finie par 

-d(W,W') a~=~ # {j e {1,...,l} /uj Cuj} .  

Une t o u r  d e  R o k h l i n  est un couple T = (h,F), off h > 1 est un entier 

et F C A est tel que F, TF,... ,Th-IF soient deux ~ deux disjoints, h est la 
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h a u t e u r  de la tour,  et F sa b a s e .  Chaque  T k F ( O  < k < h - 1) est  un ~ t a g e  de 

T .  On d~signera parfois  abus ivement  pa r  le m~me symbole  T la r~union de tous  

les Stages de la tour.  La mesure  de la tour  est donc # ( T )  = h # ( F ) .  

Pour  e > 0, on d i ra  que la tour  de Rokhl in(h ,  F )  est e - f ine  p o u r  l a  p a r t i t i o n  

7 ) si pour  tous  w e t  w p dans  F ,  on a 

Le sys t~me dynamique  (f~, A,  #, T)  est  d i t  d e  r a n g  u n  si pour  tou te  p a r t i t i o n  

finie P de f t e t  tou t  e > 0, on peu t  t rouver  une tour  de Rokh l inT ,  e-fine pour  7), 

et  de mesure  # ( T )  >_ 1 - e. 

En g~n~ral, on di t  que le rang du syst~me est a u  p l u s  r si pour  rou te  p a r t i t i o n  

finie P e t  t ou t  e > 0, il existe r tours  de Rokhl in  T1,. • •, T~ e-fines pour  P ,  deux 

deux dis jointes  et  telles que 

L # ( T j )  > 1 - e .  
j = l  

Bien stir, le syst~me est d i t  d e  r a n g  r s ' i l  est  de rang au plus r et  non de rang  

au plus r - 1. 

Enfin, le syst~me est d i t  d e  r a n g  u n  l o c a l  s 'il  existe  7 C]0, 1[ tel  que, pour  

t ou t e  p a r t i t i o n  finie 7) et tou t  ~ > 0, il existe une tour  de Rokhl in  e-fine pour  7 ) 

et  de mesure  sup~rieure ou ~gale 5. r .  

Les impl ica t ions  suivantes  sont des consequences di rectes  des d~finitions : 

rang  un ==~ rang fini ==~ rang un local. 

1.2 DIgS PARTITIONS FINIES AUX PROCESSUS COMPLEXES. Soit y = (Yp)peZ 

un processus complexe d~fini sur ft, avec Y0 C L4(#) et pour tout p E Z, Yp = 

Y0 o T p. Pour tout couple d'entiers (i,j) avec i < j, on dfifinit le processus k 

valeurs dans C j-i 

Sauf  ind ica t ion  contra i re ,  pour  tout  ent ier  p >_ 1, la norme d ' un  vec teur  y = 

( Y l , . . . ,  YB) de C p sera  tou jours  calcul~e comme suit  : 

= l y j l  
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Une tour  de Rokhlin T = (h, F )  sera dite e-f ine  p o u r  y si pour  tous w et w ~ 

dans F ,  on a 

y l 0  - y l 0  _< e. 

On v~rifie facileInent que si (f~, .4, #, T) est de rang un, pour  tout  e > 0 on peut  

t rouver une tour  de Rokhlin e-fine pour  32 et de mesure au moins 6gale h 1 - e. 

R~ciproquement,  s'il existe des tours de Rokhlin arbi t ra i rement  fines pour  Y, et 

de mesure arbi t ra i rement  proche de 1, alors le facteur de (ft, .4, #, T) engend% 

par J; est de rang un. 

Le soin est laiss6 au lecteur d '~noncer l 'analogue de ces remarques dans le cas 

du rang fini et du rang un local. 

1.3 QUELQUES PROPRIETES REMARQUABLES DES SYSTEMES DE RANG UN. 

Les syst~mes de rang un sont toujours ergodiques et d'entropie nnlle ; en g6n~ral, 

comme le montre J.L. King dans [8], un syst~me de rang r poss~de au plus r 

composantes ergodiques, et pour que h(T) = 0, il suffit d'apr~s [2] que T soit 

ergodique et de rang un local. 

Plus inhabituel, les syst~mes de rang un ont spectre simple L p pour tout p E 

[I, +c~[ : il existe f C L p tel que le sous-espace engendr~ par les f o TP,p E Z, 

soit dense dans L p (voir [3]). lls v6rifient aussi le "Weak Closure Theorem", 

d6montr6 par J.L. King dens [7] : route transformation S de ~ pr6servant pet 

commutant avec T est une limite faible de puissances de T. 

Enfin, autre propri~t6 qui s'~tend aux syst~mes ergodiques et de rang un 

local ([2]), les syst~mes de rang un sont l£chement Bernoulli (dens le cas de 

l'entropie nulle, eela signifie qu'ils sont 6quivalents au sens de Kakutani aux ro- 

tations irrationnelles). 

1.4 LES SYSTEMES DYNAMIQUES GAUSSIENS. Le syst~me (f~, `4, #, T) est 

appel~ s y s t ~ m e  d y n a m i q u e  g a u s s i e n  lorsqu'il existe un processus gaussien 

r~el cent% X = (Xp)pez engendrant  A, avec, pour  tout  entier p, Xp = Xo o T p. 
Rappelons  que la loi d ' un  tel processus, dont  ddcoulent toutes  les propri~t6s du 

syst~me dynamique  qu'il  engendre, est d~termin~e par  la donn~e de ses covari- 

ances ; celles-ci peuvent  toujours s'6crire sous la forme 

E [XpXq] = j([_,~,,q ei(q-p)tdT(t), 

oh "1, est une mesure finie sym5trique sur [-~r, 7r] appel~e m e s u r e  s p e c t r a l e  d u  

s y s t ~ m e .  
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Un cas particuli~rement int6ressant est celui o/1 la mesure spectrale 7 est dif- 

fuse, et concentr6e sur K U ( - K ) ,  off K est un e n s e m b l e  de  K r o n e c k e r  dans 

[0, 7r]. (Pour la d6finition d 'un ensemble de Kronecker, qui a peu d ' importance ici, 

et la construction de telles mesures spectrales, on peut par exemple consulter [1].) 

Un tel syst~me dynamique gaussien sera appel6 un g a u s s i e n - K r o n e c k e r .  Ces 

syst~mes partagent  avec les syst~mes de rang un les quatre premieres propri6t6s 

6nonc6es en 1.3 : l'ergodicit6, car leur mesure spectrale est diffuse, l 'entropie 

nulle, car un ensemble de Kronecker est toujours de mesure de Lebesgue nulle, 

le spectre simple L p pour 1 < p < +oo et le "Weak-Closure Theorem" (voir [1], 

[11], [6] et [14]). De plus, on construit dans [13] un gaussien-Kronecker qui est 

I/tchement Bernoulli, la question de savoir si tous le  sont restant ouverte ~ ce jour. 

Enfin, les gaussiens-Kronecker partagent avec les syst~mes ~ spectre discret, qui 

sont de rang un, une fitonnante propri~t6 de stabilit6 spectrale d6montr~e dans 

[5] : d~s qu 'un syst~me est spectralement isomorphe/~ un gaussien-Kronecker, il 

lui est m6triquement isomorphe. 

Devant tant  de points communs, une question bien naturelle consiste /t se 

demander s'il existe des gaussiens-Kronecker de rang un. S. Ferenczi ([3]) a cru 

construire un tel syst~me, de l'existence duquel il d6duit notamment  avec M. 

Lemanczyk que le rang n'est pas un invariant spectral ([4]). Malheureusement, 

une erreur dans son travail fait que l'existence d 'un syst~me dynamique gaussien 

de rang un est rest6e jusqu'£ maintenant une question ouverte. Le but principal 

de cet article est de r6pondre n6gativement ~ cette question, en dSmontrant le 

th6or~me suivant. 

THI~OR~;ME 1.1: Un systbme dynamique gaussien n'est jamais de rang un locM. 

Une cons6quence directe de ce th6or~me est bien s f r  que le rang d 'un syst~me 

dynamique gaussien est toujours infini. 

1.5 ERGODICITI~ ET RANG UN LOCAL POUR LES SYSTI~MES GAUSSIENS. On 

va montrer  tout d 'abord que s'il existait un syst~me gaussien de rang un local, 

alors celui-ci serait ergodique, c'est-£-dire £ mesure spectrale diffuse. En effet, 

notons 7 la mesure spectrale du processus A" = (Xp)peZ engendrant le syst~me 

dynamique gaussien (ft, .4, It, T), et supposons qu'il existe c~ E [-Tr, 7r] tel que 

3'({a}) > 0. Alors il existe dans le sous-espace gaussien complexe de L2(It) 

engendr6 par X une variable al~atoire Y 7~ 0, de moyenne nulle, telle que 

(1) Y o T = e i a Y .  
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Consid6rons le processus T¢ = (Rp)peZ d6fini par 

Vp~Z, Rp~flYIoT p. 

D'apr~s (1), on a pour  tout  entier p, Rp = Ro = 1Yt #-presque sfirement. Si on 

suppose le syst~me de rang un local, on peut  alors trouver des tours de Rokhlin 

arbi t ra i rement  fines pour  TO, dont la mesure est toujours sup~rieure g u n  rfiel r 

donn~ dans ]0, 1[. On en d~duit facilement que pour  tout  e > 0, il existe un r~el 

positif  rE tel que 

# (  [YI - re <_ c) > T--e ,  

ce qui est clairement impossible dans le cas o5 Y est une variable gaussienne 

centr~e de variance non nulle. 

1.6 SYSTEME GAUSSIEN ET MOUVEMENT BROWNIEN. On utilisera dans la 

suite la representat ion d 'un  syst~me dynamique gaussien comme une t ransforma- 

t ion g~om~trique de la trajectoire brownienne complexe, d~veloppSe dans [12]. 

Rappelons  rapidement  quelques r~sultats concernant cette representation. 

On note (f~0, A0,/z0)l 'espace canonique du mouvement  brownien complexe issu 

de 0, sur l 'intervalle de temps [0,1] : 

• ft0 est l 'espace des applications continues de [0,1] dans C, qui s 'annulent  

en t = 0 ,  

• la probabilit~ #0 est la mesure de Wiener sur ft, 

• .4 0 est la t r ibu bor~lienne de f~o, compl~t~e pour  #o. 

Pour  w E f~0 et 0 _< t < 1, on note Bt(w) la position de la trajectoire w 

l ' instant  t. 

Si a est une mesure de probabilitd sur [0, 7r] concentr ic  en un nombre fini de 

points a l  < --- < ap, de masses respectives m l , . . . ,  rap, on dSfinit une transfor- 

mat ion  T~ de f~0, pr~servant la mesure 11,0, de la fagon suivante : posons, pour  
tou t  k E {1, ,p},tk ddf E k  d~f " ' "  : j=l mj et to = 0 ; on dScoupe la trajectoire w e n  

p morceaux,  correspondant  aux intervalles de temps [tk-1, tk] (1 < k < p), puis 

on effectue une rotat ion de l 'angle ak sur le k-i~me morceau. Tow est la trajec- 

toire obtenue en recollant bout  ~ bout  les nouveaux morceaux. On  a ainsi, pour  

t E [tj,tj+l], 

J 
(2) B, o : Z (B,k - B,k_l) + e '°'+' ( B , -  8 , , ) .  

k=l 
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Si a est ma in tenan t  une mesure  de probabil i t~ diffuse sur [0, lr], on peu t  d6finir 

T~ comme  la limite d 'une  suite t ransformat ions  Ta~, oh les mesures  crn sont 

concentr6es en un nombre  fini de points et convergent suff isamment bien v e r s a .  

Pour  tout  t E [0,1] et tout  p E Z, on a 

1' (3) Bt o T p eip¢(S)dB~, 

oh ~b(s) d~f i n f { x E [ 0 ,  Tr]/a([0,  x ] ) > _ s } .  

Le sys t~me (~o,-4o, #o, Ta) obtenu est alors un syst~me dynamique  gaussien de 

mesure  spect ra le  % oh 3' est la mesure  de probabil i t6 sym6tr ique sur [-Tr, 7r] 

d6finie par  

= ~ a d n [ 0 ,  rr] + a  - d n [ 0 ,  Tr] , 

le processus gaussien rfiel sous-jacent 6tant  donn6 par  X0 ~ f  Ne(B1). 

Tout  syst~me dynamique  gaussien ergodique pouvant  6tre repr6sent~ de cet te  

mani~re,  on supposera  dor6navant  que le syst~me gaussien (ft,`4, p , T )  est 

(f~0, `40, #0, Ta) pour  une certaine mesure  de probabil i t6 a diffuse sur [0, 7r]. 

2. Le  rang  un  ~ t o u r s  p l a t e s  

Rappe lons  que le systbme dynamique  (ft , .4,  #, T)es t  dit r i g i d e  lorsqu'il  existe 

une suite (Pn)neN d'ent iers  tendant  vers +oo  telle que T p'~ > Idf~, i.e. 
n~+oo 

VA E A,  # (T  -pn A A A )  ~ O. 
n --+ + oo 

Une propri6t6, plus forte que le rang un, lie la rigidit6 de T aux hauteurs  des 

tours  de Rokhlin de la d6finition du rang : le syst~me dynamique  (ft, .4, #, T)  est 

dit d e  r a n g  u n  h t o u r s  p l a t e s  si, pour  toute  par t i t ion finie 7 ) de F t e t  tou te  

suite (en)nEN de r6els s t r ic tement  positifs d~eroissant vers 0, on peu t  t rouver  une 

( )) de tours de Rokhlin telle 
% 

suite (T~)~6~ = (h~,F,~ ,~e~ que 

i. la tour  Tn est e~-fine pour  7), 

ii. T hn ~ Ida ,  
n--*+oo 

iii. #(T~) > 1 -  en. 

La question de savoir si un syst~me dynamique  gaussien peu t  6tre de rang un ~t 

tours  plates se pose naturel lement ,  car toute  ro ta t ion  irrationnelle poss~de cet te  
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proprietY. Or, la transformation T~ de la trajectoire brownienne peut justement 

5tre obtenue comme une limite de rotations irrationnelles sur des fibres. De 

plus, lorsque S. Ferenczi a cru prouver qu'un certain gaussien-Kronecker ~tait de 

rang un, il montrait  en m6me temps que celui-ci 6tait de rang un ~ tours plates. 

Pourtant,  on va montrer le r6sultat suivant. 

THI~OREME 2.1: [In syst~me dynamique gaussien n'est jamais de rang un A 
tours plates. 

Preuve: On va supposer que la probabilit~ ~ est telle que le syst~me (~, .4, #, T) 

soit de rang un A tours plates, et en d~duire une contradiction. 

On notera dorSnavant Z0 d_~f B1, et pour tout p E Z, Zp d~=f Zoo T p. Puisque T 

est de rang un ~t tours plates, on peut trouver une suite (T~)ner~ = _ _ ((hn, Fn))n~w 

de tours de Rokhlin telle que 

i. la tour Tn est ~-fine pour le processus Z -- (Zp)vez , 

ii. T hn > Ida, 
n-+q-oo 

iii. #(T~) >_ 1 - 1/n. 

Consid6rons le proeessus gaussien r~el X -- (Xp)pez ~f  (~eZp)pcZ. Sa mesure 

spectrale est la probabilit~ 7 dSfinie par (4). On a donc 

~[i cos(hut)dot(t) > E [X3] = 1. E [ X o X ~ ]  = ,~1 ~ + o o  

On en d6duit que pour tout e > 0 

( ) >0. (5) cr { tE [0 ,  T r ] / c o s h , ~ t < l - e }  ~ + ~  

Quitte ~ passer ~ une sous-suite, on peut supposer d'apr~s (5) 

V n E N ,  a J~ _ > 1 - 2  -n,  
\ k=0 

off 
j~  daf [2kTr 1 2kTr 1 1 

D'ofi,  en posant Pn d___~f [h~/2] ,  

(n~_>2 ( 5 ) c )  1 

\ k = O  
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Enfin, qui t te  h remplacer  a par  une probabil i t6 absolument  continue par  r appo r t  

e ,  ce qui revient  ~ consid~rer un facteur  gaussien de (ft, .4, #, T)  qui conserve 

les mfimes propri~t~s de rang un et de rigidit~ (done qui reste de rang un ~ tours  

tiP,, j ~  On est alors plates),  on peu t  supposer  que a est coneentr6e sur ["]n>2 ~k=0 k • 

na ture l lement  amen6 ?~ approcher  a par  la probabil i t~ a tomique  an dSfinie pour  

n >_ 2 par  
2kTr d~f 

On note  d~sormais pour  tout  n _> 2, T~ d--Af T ~ ,  et on pose pour  s E [0, 1] 

~(s )  ~ f  inf {x E [0, ~r]/or ([0, x]) > s } 

et 
¢~(s)  daf i n f{x  G [0, Tr]/o n ([O,x]) ~ 8}.  

On a pour  tou t  p E Z 

et 
~0 

1 
B1 o T p = eiP¢(~)dBs, 

fo 
B1 o TP~ = eiP¢'dS)dBs. 

Consid~rons main tenant ,  pour  0 < p -< 2hn - 1, la variable al6atoire 

/o1( D ~  d~=f B1 o T p - B1 o T~ = e i p ¢ ( s )  - e i p¢ '~ ( s )  dBs.  

Pour  tou t  s e [0, 1], on a 

I ¢ ( s )  - ¢ . ( s ) l  -< - -  

ce qui pe rme t  de majore r  la variance de D~ 

1 

h~2 ~ '  

1 =2/o 2d8 
_<2 P 

8 < - -  
- 2 2 ~  • 

On peu t  alors approeher  Z = (Zp)pe z par  Z "  = (Z~)vez  dfif (B 1 o Tg)pe z. En  

effet, posons pour  n >_ 2 

2 h n - 1  
M s  d~f 1 2 

= 2h,~ ~- ,  ID'~12= zl2°h"-Z'~l~°h~ " 
p=O 
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On a d 'apr~s l'in~galit~ prScSdente 

E [ M d  <_ - -  

et donc 
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(8) 

Fixons c > 0. On  prend l 'entier n assez grand pour que (8) soit r~alis~, et pour  

~tre assur~ grgce g (6) de pouvoir  choisir con dans Fn de telle sorte que 

 °to I ot ( ot = 1 °1o ( ol vo < 

n d~f 2kr et  m~  d~f Pour  k • {0 , . . .  ,Pn}, on pose a k = h--Z- = an({a~}) .  D~finissons aussi 

I ~  d~=.f Bm'~+...+m~ -- Bm'~+...+m'~_ 1 (k ~ 1), et R~ dd=f Bm'~. 

Pour  tou t  p • Z, on a par  ddfinition de la t ransformation Tn 

pn 
Zp = B1 o T~ = E R~eip~'~' 

k=O 

d'oh,  pour  tou t  co • f~, 

z,,io~" (co)_ Znlo~° (co~) 2 
h,~--I 

1 
- z ; ( c o n ) l  hn ~ Iz;(co)- n 

p=O 

l h ~  1 ~eip~'~(R,~(co)_R,~(co,~)) 2 
hn p=O k=0 

]A (hul( Zn[~+hn--'Un [ ~ E)) ~ 1--~. 
\ j=o 

Soit main tenant  Wn E Fn, et posons vn da  z]h~ (COn) e C h~ . Avec probabilit~ 

sup~rieure ou 6gale g 1 - 1/n, il existe j • { 0 , . . . ,  hn - 1} tel que TJw • Fn, et 

donc 

,~ j+hn Vn 1 
(7 )  J (co) - -< -n " 

On d~duit facilement de (6) et (7) que, pour  tout  e > 0 et pour  n assez grand, 

existe un entier 
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hn p=O \ k = 0  

P n  

\ j = 0  

k=0 

( ) - 1 

k ¢ j  p=0 

P n  

E IR'k(w) - R'~(con)l 2 , e a r  e i h ~ ( ~ - ~ 2  ) = 1. 

k=0 

O n a d o n e ,  d ~ s q u e  Z ~1 h n ( w ) - v ~  <_e, 

p n  

IR~(w) - R~(wn)l 2 ~ 4a i,  
k=O 

d 'o /1  

P~ 

(9) ~ ] R ~ ( w ) l -  [R~(a~n)l 2 _< 4e 2. 
k=O 

Mais c o m m e  IR~I est  invariant par Tn, l'inSgalit~ (9) a lieu d~s qu'il existe  un 

entier j tel que Z n j+hn _ _  Vn ( ~, done avee une probabilit6 sup~rieure ou j 

~gale £ 1 - e d'apr~s (8). I1 existe  done une partie A de fi, de mesure  p(A)  _< e, 
n d~f et des %els c k = IR~(~n)l (0 _ k _< p~) tels que, en dehors de A on ait 

P n  

/,o/ 
k=0 

On en d6duit 

E IR~I - e~ < 4~ 2 + E nA IR~[ - ck 
k=0 

_ 4 £  + II~AIIL~(.) IR~I 2 + (c~) ~ • 
\ / I  k=O L2(~) 

La mesure  a ~tant diffuse, on a 

sup m~ ~ 0, 
O<k<_p,,, n-.+.-boo 
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une propri6t6 classique du mouvement  brownien donne alors 

Pn L2(tt) 
E I - ~ I  2 n_+_}_c ) E[B12] : 2. 
k=0 

Pourvu  que n air 6t6 choisi assez grand, on a donc 

Pn 

k~__oiR~12 < 3. 
L2(/~) 

Puis, la convergence dans L 2 entrainant  la convergence en probabilit6, on peut  

aussi supposer  

ce qui assure que l 'on ait pu prendre c~,~ v6rifiant aussi 

Pn Pn 

E IR~I2 (w=) = E (c~)2 < 3. 
k=O k=0 

Comme II~AllL=<.) < ~1/2 on obtient alors 

(11) E Ia~l - c~ _< 4~ 2 + 6~ 1/~. 

Posons main tenant  

A = E B1 - E •1  • 

On a A > 0 car [Bll n 'est  pas constant,  et on v6rifie que pour  tout  r6el e 

Or, pour  tout  k E {0 , . . .  ,p~}, R~ a m~me loi que V / - ~ B t ,  et on a done en vertu 

de ce qui p%c~de 

/ 
En utilisant (11), on en d6duit 

A < 4c 2 + 6~ 1/2. 

Comme c peut  ~tre choisi arbi trairement  petit ,  on obtient la contradict ion 

annonc6e. 1 
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3 .  L e  r a n g  u n  l o c a l  

Cet te  par t ie  est consac%e £ la preuve du th6or~me 1.1. Une des principales 

difficult6s concernant  le rang un local t ient dans le probl~me suivant : c o m m e n t  

d6duire de ce qui se passe sur un ensemble de mesure  7" El0, 1[ une propri6t6 

"globale" de l 'espace, c 'est  ~ dire v6rifi6e sur f~ 6ventuellement priv6 d 'une  pa t t ie  

de faible probabil i t6 ? L 'ob je t  du pa ragraphe  suivant est de fournir  un outil 

p e r m e t t a n t  de t ra i ter  ce probl~me. 

3.1 PROBABILITI~S A DENSITI~ LOG-CONCAVE. Une appl icat ion f : ]R p 

R+ est dire l o g - c o n c a v e  si pour  tous x, y E R p et tout  0 ~ [0, 1], on a l ' in~galit6 

S(Ox + (1-o)y)  >_ S(x)°S(y) 1-° 

S i m  est une probabil i t6 sur R p dont la densit6 (sous-entendu par  r appo r t  ~t la 

mesure  de Lebesgue)  est  log-concave, un tr~s joli th~or~me dfi ~ Prdkopa  ([10]) 

dit  que si A et B sont deux bor61iens de R p e t  0 C [0, 1], on a l ' in6galit6 

m(OA + ( 1 - O ) B )  >_ m ( A ) ° m ( B )  1-°, 

oh OA + (1 - O)B d6=f {Ox-f- (1 - O)y /x  E A et y E B }  est suppos6 aussi 

mesurable .  

LEMME3.1:  Soient O < ~- < l - 5  < l. Il existe M = M (7,5) tel que, pour tout 

entier p >_ 1, pour toute probabilitd m ~ densitd log-concave sur  I~ p, pour tout 

x E I R  p et t o u t r > O ,  

off B(x ,  r) ddsigne ia boule ouverte de centre x et de rayon r pour une norme 

quelconque I1"11 s u r  R~.  

Preuve: Soit m une probabil i t6 ~t densit6 log-concave sur l~ p, et  supposons  

r e ( B ( 0 , 1 ) )  > T. Posons A d~ B(0 ,1) ,  et remarquons  que pour  tou t  bor61ien 

B de R p e t  tout  0 e]0, 1[, 0A + (1 - 0)B est ouvert ,  donc mesurable.  Si de plus 
1 < 0 < 3  - ~, o n a  
2 - -  - -  

m(OA + - o)n)  >_ ?.n(A) 0 re(B) 1-o .i-3/4m(B)l/2 > 
\ / 

et donc 

0 2 )  
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D~finissons ma in tenan t  pour  tout  entier n > 1 

Par  l ' in6galit6 tr iangulaire,  on mont re  que 

(13) OA + (1 - O)B,~ C C,~,o, 

off 

Cn,o d(~_f {y E ]~P/(1 - O)n - 1 < [[y[[ < (1 - O)n + 2} .  

Or,  on peu t  t rouver  0 1 , . . . ,  0[~/121 dans [½, ¼] tels que les C,~,o, (1 < i _< [n/12]) 

soient deux/~ deux disjoints. C o m m e  rn est une mesure  de probabilitfi, il existe 

au moins  un i tel que 

(14) m (Cn,o~) <_ - -  

De (12), (13) et (14), on d~duit 

1 

[n/12]" 

d~f 1 
m(B~)  <_ u~ ra/2[n/12] 2 . 

Or, la s~rie de t e rme  g~n~ral Un est convergente. Soit M = M(T, 5) C N tel que 

E un < 5, 
n>M 

orlaalorsm(Un>_MBn)  < ~ , i . e . m ( B ( O , M ) )  ~ 1 - 5 .  

par  y ~ ~ (y - x ) / r ,  ~ laquelle on peut  appliquer ce qui precede. On obt ient  
. 

3.2 LE RANG UN LOCAL A TOURS PLATES. Le lemme 3.1 pe rmet  d 'ob ten i r  

un ~nonc~ plus fort  que le th~or~me 2.1. 

THI~OREME 3.2: Soit y = (Yp)pEZ = (Yo ° TP)pEZ un processus dans L2(~) qui 

engendre la tribu .A, et (c~)neN une suite de r6els strictement positifs tendant  vers 

O. Ii ne peu t  pas exister une suite de tours de Rokhlin (T~)neN = ((hn,  Fn) )  
X 

h e n  
v6rifiant 

i. pour  tout  n E N, la tour Tn est en-fine pour  32, 

ii. T h" ~ Idn, 
n - + - ~  
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dfif 
iii. r = inf#(Tn)  > 0 .  

hEN 

Preuve :  Supposons qu'une telle suite de tours existe. Puisque Y engendre A, on 

peut  aussi trouver une suite de tours v~rifiant des propri~t6s similaires pour le 

processus Z introduit dans la preuve du th~or~me 2.1. On reprend alors le m~me 

raisonnement, le r6sultat interm~diaire (8) devenant cette fois : 

pour tout c > 0 et pour n assez grand, 

• n  j + h n  < e > v / 2 .  ( s ' )  , j _ _ 

On en dfiduit de m~me qu'avec probabilit6 sup~rieure ou ~gale h 7-/2, on a 

Pn 2 
R ' ; I  - ~ k  - 

k = 0  

. ,  R n  ]~pn+l Or, la l o i m  de (R~,. , pn) dans a pour densit6 par rapport  ~t la mesure 

de Lebesgue 

dr  ( r o , . . . , r p , )  - m ~ ' . . . m  np.~(ro>0 ..... rp._>0)exp - \ m ~  + ' ' "  + mp"  / j " 

Cette densit~ est log-concave (comme produit de fonctions log-concaves), et le 

lemme 3.1 permet  alors d'6crire 

# I R ~ I -  c~ <_ 4 M ( 5 , 7 / 2 ) e  z >_ 1 - 5. 

Comme e et 5 peuvent ~tre choisis aussi petits que l'on veut, on abouti t  £ la 

m~me contradiction. | 

3.3 QUELQUES LEMMES. On n 'aura  plus besoin maintenant du mouvement  

brownien, et on se r~ffirera uniquement au processus gaussien rSel ,¥ = (Xp)pcZ 

qui engendre le syst~me dynamique gaussien ( ~ , A , p , T ) .  En particulier, on 

dira qu'une tour de Rokhlin est e-fine si elle est e-fine pour 2(. On utilisera 

souvent dans la suite le lemme qui vient, qui peut ~tre vu comme une consequence 

immSdiate du lemme 3.1, mais dont on peut aussi trouver une preuve directe 

~l~mentaire. 
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LEMME 3.3: Pour tout T El0, 1[, it existe une application hr : N~_ > [0, 1], 

avec hr (e) ~ 1, telle que pour route variable gaussienne r~elle Y ,  
~-+0 

Ce lemme trouve une premiere application dans la preuve du %sultat  suivant. 

LEMME 3.4: Soit 7 C]0, 1[. It existe une application s ,  : R~ ~ R~, avec 

st(e) ~ O, v~rifiant la propri~t~ suivante : 
e--+O 

Si T = (h, F) est une tour de Rokhlin e-fine de hauteur h > 20, 

de mesure #(T)  >_ T, si wo et Jo sont deux points de F, k et k' deux 

entiers dens { 0 , . . . ,  [h/4]} tels que 

321k :e<+Ih/41 (Jo) < ~, (15) ~+[h/41 (w0) -- .~ ,k' -- 

alors 
X k+[ah/41 32 k'+[3h/41 (W~) (coo) - k, < sT(c). 

Preuve: Notons que l'in6galit6 h > 20 permet  d'6crire [h/4] _> h/5 et [3h/4] >_ 

h/2. La tour  T 6tent  e-fine, on v~rifie facilement que pour  w, w' E F et j E 

{ O , . . . , h -  1 - [ h / 4 ] } ,  

(16) 321~ +Ih/41 (~) - xl~ +[h/41 ( J )  <_ ~ .  

De m~me, si 0 _< j _< h -  1 - [3h/4], on a 

• _ 32 j+[3h/4] (CO') < V/2e. (17) 321~ +[3h/4] (co) ,j _ 

Puis, l 'hypoth~se (15) ~tant %alis~e, on obtient  en utilisant (16) et l 'in6galit6 

tr iangulaire,  pour  tou t  w E F 

XI~ +[h/41 (co) -  xlk:  +[h/41 (co') < (2x/5 + 1) e _< 6e. 

Consid~rons maintenent  la variable gaussienne %elle Y ~ f  X0 - Xk,-k ,  et soit 
U d~f [ik-l-[h/4]--i = wj=k TJF. On a 

k+[h/4]-I _ 

/ u Y ~ d # = E / Y 2 d #  
j=k J TI F 

k+[h/4]-I r 

= E I F  ( X j - X j + k ' - k ) 2 d l ~  
j=k 

IF 32 k+[h/4] ylk,+[h/4] 2 d# =[h/4]  k - "~ u¢' 

<36e2#(U) ,  
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IYI ~ 9e _> #(U) > ~-~. 

Le lemme 3.3 permet alors d'en d6duire 

(18) #(IYI < 3e 1/2) >__ h¢/lo(9e). 

Puis, en utilisant la majoration du moment d'ordre 4 de Y : 

E [Y  4] < 16E[X~] < + ~ ,  

on d6duit de (18) par Cauchy-Schwartz 

E [y2] < 9e + f y2d# 
JIY I>3ei i  2 

(19) _< 9 e + 4 ~ V / 1 - h ¢ / 1 0 ( 9 e ) .  

Posons V d~f iikw[3h/4]-1 = vj=k TSF. Comme p(V) > T/2, o n  a 

1 / F  k+[3h/41Xik,k'+[ah/4l 2 d# #(V) 1 I v  2E 7 , ( F )  xlk - _ y 2 d ,  < [ y 2 ]  

I1 existe donc au moins un w C F tel que 

,~ k'+[3h/4] (tD) V~T xikW[3h/4] 
~k ( ~ ) -  ,k, < E[Y~I • 

En appliquant deux lois (17) et (19), on obtient alors 

XI k+[3h/41 (Wo) - "~Mlk'+[3h/4] -< 2v/2e + i 2 E [ y 2 ]  < 

avec 

) ~ ( e )  ~4 2 v %  + 7 9~ + 4 [Xoq 1 - h~/lO(9e) ~-~o 

LEMME 3.5: 11 ne peut pas exister 0 et ~- dans ]0, 1[ vdrifiant la propri6t~ 

suivante : 

Pour tout e > O, on peut trouver une tour de Rokhlin G-fine 
7- -= (h, F),  de mesure #(T) >_ ~-, et deux entiers k et l tels que 
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i. O G k < k + l G h - 1 ,  

ii. 1 > Oh, 

iii. p o ~  to~t  ~ c F,  Xl~ +~ (~)  - x l ~  +~ (~) <_ ~. 

Preuve: Supposons par l 'absurde l 'existence de 0 et r v6rifiant cette propri6t6. 

Soit (e~)~eN une suite de r6els str ictement positifs d6croissant vers 0. Pour  tout  n, 

on trouve alors une tour  de Rokhlin T = (hn, Fn), e,~-fine, de mesure sup6rieure 

ou 6gale ~ r ,  et des entiers k~ et l~ tels que 

i. O <_ k~ < k,~ + l,~ <_ hn - 1 ,  

ii. 1,~ > Oh,~, 

pour  tou t  w E Fn, X l ~  +l~ (w) - xlh~ +ln (w) < en. iii. 

d4f Posons h i = hn - kn >_ In > Ohn, et Yn dA_f Xo - X h , .  On d6finit aussi 

Vn d4f i ik ,~+ l ,~ - I  TJFn" Comme dans la preuve du lemme pr6c6dent, on montre  
= k d j = k , ~  

que 

/ u  Y2~d# <_ #(Un)e~, 
n 

d'oh l 'on d6duit 
3 

#(Y~ G 4e~) > #(U~) _> ~0T. 

Puis, par  le lemme 3.3, on obtient  

(IY~I ~< ~ >- h30~-/4(2~n)" 

L2(.) 
Ainsi, E [Yn 2] > 0, i.e. Xh-  > Xo. Comme 2d engendre ,A, on en 

n--++oo n--+q-oo 

d6duit T hk ) Ida.  Consid6rons alors la tour T~ d~f h, ' = ( n , F n ) :  elle est 
n--++oo 

en/x/~-fine, et de mesure #(T~) > Or. Comme e n / v ~  > 0, on obtient  une 
n--*+oo 

contradict ion avec le th6or6me 3.2. | 

3 .4  DES TOURS DE PLUS EN PLUS HAUTES. 

LEMME 3.6: ][1 existe des applications 

: ]0, 1[---~]0,1[ 

g : R~_ x]0, 1[----+ IR~_ 

m : ]0,1[----~IR~_ 

avec, pour  tout T C]0, 1[, g(e, r)  > O, et qui v6ri/~ent : 
e--+O 
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Pour toute tour de Rokhlin 7- = (h, F) e-fine, de hauteur h >_ 48 

et de mesure # ( T )  > T, il existe une partie F ~ de F, de mesure 

. ( F ' )  > ~p(T)#(F), telte que 

e F', 5h/ ]-2 W) - 5 /41-  ( J )  <- g(e, 

Si de plus e < m(~-), F ~ est la base d'une tour de Rokhlin de hauteur 

h' > 9h/8, et qui est 29(e, ~)-fine. 

Preuye: Soit T = ( h , F )  une tour  de Rokhlin e-fine et de mesure sup~rieure 

ou ~gale £ 7-. On d~finit deux sous-tours de 7- : T) d~f ([h/4],F) et Ad d~ 

([h/4], T[h/2IF). Ces deux tours sont de mesure au moins T/5, et sont v/-5e-fines. 

Soit p = p(-r) > 5 assez grand pour que (1 - ~-/5) p < 7/10. On consid~re p 

copies (fti, Ai, #~, Ti) (0 < i < p) du syst~me (f/, .4,/~, T) ,  et on note (~, .~,/2, 55) 

le produi t  de ces p syst~mes. Pour  1 < i < p, on consid~re le processus gaussien 

Xi = (Xi,k)kez d~fini sur f~i, correspondant  ~t X sur ft. Puis, sur ~, on d~finit 

"~ = ()(k)keZ par  
1 P 

2k d~f ~ ~ Xi,k" 
v/P i-~ I 

On v~rifie ais~ment que le proeessus ) (  a m~me loi que Xet  les Xi. Ainsi, si 

est la sous-tr ibu de ft. engendrSe par  3), le syst~me dynamique (ft, 5 c,/5, T)  est 

isomorphe ~ (ft, A,/~, T).  

Si A est un objet  (partie de ft ou tour  de Rokhlin) d~fini sur (ft , .4,  #, T) ,  on 

notera  Ai l 'objet  qui lui correspond dans (fti, Ai, Pi, Ti), et ~i dans (~, fi~, ~, 55). 

Si Ai @ ~4i, on d~finit aussi 

A~-~ ~ f  ft l  x . . .  x ft~-t x A~ x 12i+i x . . .  x ftp. 

D'apr~s les hypotheses posfies sur la tour T ,  on a 

)] /2(7)) > T/5, et /2 ~ < ~-/10, 
i=1 

et donc 

Notons que ~(D N A4~-) ne d~pend pas de i ; on peut  done en d~duire 

A T 

~(DnM1) _> lOp" 
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On peu t  donc  t rouver  un ~tage E1 = TkF1 de Adl  tel que 

- -  l~p#l (El)' ~(~) I'-'1 E l )  > ~ p V ( ~ l )  = 

Puis ,  il exis te  (co2,... ,COp) E f~2 x . . -  x f~p tel  que 

T 

On pose alors 

SYSTI~MES DYNAMIQUES GAUSSIENS 

= 1-~p~(F,). 

~(~) d~_f 
10p(~)' 

et 

_ ' dans TlkF~ " on a On a bien # l ( F ~ )  > ~o(T)#l(F1). Soient col et  w 1 

Xl I~  hI4] (co,) - &l~ ~/41 (~Z) _< x/-~, 

d 'oh  

279 

puis  

si maintenant  ~o, et co~ sont dans r~ ,  p-isque k ___ [hi2] _> hi'l> on 

D'o~,, comme k + [3h/4] _ [~h/4] - 2, 

, I5h/4l-2 (~o~) < g(~-,~) (20)  Xl  Ilo 5h/4]-2 (w,)  - ,~, lo - 

~vec g(~, ~) %f 4~ + 2v~, (~) .  

, ~p) v ~  k 0Lh/41 (~1, ~ , . . . ,  cop) - k 0Ih/41 (~ ,  co2,. • • _< ~ _< ~- 

Mais  comme (wl, w2, . . . ,  cop) et (co~, w 2 , . . . ,  COp) sont dans  Z], le l emme 3.4 nous 

donne  

x (col,co~,...,cop) - x (Jl ,co~,. . . ,cop) < s~(~), 
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Prouvons maintenant que, ~ r fix~, d~s que ¢ est assez petit, F ~ est la base 

d'une tour de Rokhlin de hauteur h ~ > 9h/8.  Si ce n'est pas le cas, on peut 

trouver j dans { h , . . . ,  [9h/8]} tel que 

(21) T J F  ' C) F '  ¢ O. 

Prenons le plus petit  j v@ifiant (21). On dispose alors d'une tour de Rokhlin 

(j, F ' )  dont la hauteur j est au moins h, et de mesure sup@ieure ou dgale £ r9~(7). 

Fixons COo E T J F  ~ N F q  Pour tout w E F p, on a 

- -  X j+[h/16] (CO) < xi~h/16] (CO) _ _  xl h/  l (COo) (CO) j 

-- X jW[h/161 (CO) . + X]~ h/l~l (w0) j 

Comme Test  a-fine, le premier terme est majo% par v/h/[h/16]c.  Pour le second, 

remm'quons que [5h/4] - 2 __ [9h/8] + [h/16] > j + [h/16] car h > 48. On a donc 

d'apr~s (20) 

X j+[h/16] (CO) h/l°l (COo)- j = ,.if j+[h/16lj (T -Jwo)  _ X J+[h/16lj (03) [ 

/[5h/4] - 2 

< V g(a,7). 

Si cela ~tait possible pour c arbitrairement petit, on pourrait donc rendre 
XI[0 h/16] (CO) - -  .,12'1~ +[h/16] (CO) aussi petit que l'on veut, ce qui serait contra- 

dictoire avec le lemme 3.5. I1 existe done re(T) tel que, si ~ <_ re(T), F p est la 

base d'une tour de Rokhlin de hauteur h ~, off h pest le plus petit entier sup~rieur 

ou ~gal £ 9h/8.  De plus, gr£ce h (20), cette tour est clairement 2g(¢,r)-fine. 
| 

LEMME 3.7: II existe des applications 

¢I' : ]0,1[--+]0,1[ 

a : R ;  

M : ]0,1[ >~+ 

avec, pour  tout  r C]0, 1[, G(a, T) ~ O, et qui v~rifient : 
¢--~0 

Pour  route tour de Rokhl in  T = (h, F)  a-fine, de hauteur h > 48 

et de mesure  #(T)  >_ r avec a <_ M ( r ) ,  il existe une tour de Rokhl in  

(h', F' )  qui est G(e, ~-)-/]ne, off 
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i. F' c F, ~(F') _> ~(T)~(F),  

ii. h I > h + h/~-. 

d~f  d~f 
Preuve:  Posons ~1 = ~ et gl = g, ~ et g ~tant dbfinies dans le lemme pr~c~dent. 

Puis, par  r~eurrenee, pour  tout  k _> 2, soit 

(ilk : T~----+ )gk--I(T)(fl(T)gk--I(T)) 

gk : @ , T ) '  ) g ( 2 g k _ I ( C , T ) , T ~ k - - I ( T ) )  

On choisit aussi ink(T) C]0, m(T)] assez petit  pour  que 

e < ink(T) ~ Vj • { X , . . . , k -  1},2gj(e,T) < m(T~pj(T)). 

En utilisant le lemme 3.6, on montre  facilement par r~currence que pour  tout  

entier k > 1, pour  toute  tour  de Rokhlin T = (h, F )  e-fine, de mesure #(7-) > T, 

de hau teur  h > 48 et avec e < ink(T), on peut  trouver une tour  de Rokhlin 

(hk,Fk) de base Fk C F avec #(Fk) > ¢flk(T),(F), de hauteur  hk > (9/8)kh, 

cette tour  ~tant 2gk (e, T)-fine. 

I1 suIfit alors de choisir n -- n(T) assez grand pour  que (9/8) n > 1 + l/T, et de 

poser O(T) d~f (pn(.r)(T) ' a ( e , T )  d~f ~ . . d~f  -= ---- 2gn(r)(e,  Z), et M(T) = mn(r)(T). | 

3.5 LES SYSTEMES GAUSSIENS NE SONT JAMAIS DE RANG UN LOCAL. 

Supposons par l'absurde que le syst~me dynamique gaussien (~,.4, #, T) soit de 

rang un local. II existe donc T C]0, I[ tel que, pour tout c > 0, on puisse trouver 

une tour de Rokhlin Tc = (he, Fe) a-fine et de mesure sup~rieure ou 6gale k T. 

(Remarquons  qu'alors, on a n~cessairement h~ ~ +oc.)  Fixons ~ > 0 assez 
¢-+0  

peti t  pour  que h~ > 48 et ¢ < M(T/2)  ; notons pour  simplifier (h, F )  ~ f  (h~, F~). 

On d~finit pour  w E F 

n.(co) rain {k _> 1/T% C F}. 

On a r t  f >_ h, et par  le th~or~me de Kac (voir par exemple [9] p. 46), on salt que 

fF nEd# ---- 1. Par  consequent,  si on pose 

El d~.~f {co E F/nF(co) < 2hit  }, 

on a #(F1) > # ( F ) / 2 .  Appliquons maintenant  le lemme 3.7/~ la tour  de Rokhlin 

(h , / '1)  qui est E-fine et de mesure au moins 7 - / 2  : il existe une tour  de Rokhlin 
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(h ' ,  F ' )  qui est  G(e, r /2 ) - f ine ,  avec F' C F1, #(F')  > ~b(r/2)p(F1), et de ha u t e u r  

h' > 2 h i t  + h. Remarquons  que l 'on a 

1 >_ h 'p(F')  > h '~ ( r / 2 )# (F )  >_ ~-~r+(7 /2 ) ,  

h' 2 
d 'oh  - -  < - -  

h - ~ + ( ~ / 2 )  

Fixons  w0 E F ' ,  et soit  k ~ f  nF(wo) < 2h/r .  Comme T e s t  e-fine, on a 

Xl~o (~o) - x l~  +h (coo) <_ ~. 

Puis ,  pour  tou t  co E F ' ,  la tour  (h ' ,  F ' )  6 tant  G(c,  r/2)-fine, on a 

Xl~o (co) - x i~+  h (co) 

<_ Xl~o (co) - Xl~o (coo) + Xt~o (coo) - Xl~ +~ (coo) 

+ Xl~ +~ (coo) - x l~  +~ (co) 

/-fff'h' 
< e + 2 ~ / ~ G ( e ,  r /2)  

Or, la tour  de Rokhl in  (k, F') est tou jours  de mesure  au moins ~ ( r / 2 ) r / 2 ,  on a 

h /k  >_ h/h '  >_ ~ ( r / 2 ) r / 2  et z peut  6tre choisi a rb i t r a i r emen t  pe t i t  : on ob t ien t  

done g nouveau une con t rad ic t ion  avee le lemme 3.5. Ceci aeh~ve la preuve du 

th6or~me 1.1. | 
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